Mathématiques - 2éme Bac Sciences Mathématiques A et B

Devoir surveillé n°2 : Corrigé

Semestre 1, devoir 2 : fonctions logarithme et exponentielle, nombres complexes

Nombres complexes

Solution 1.

1. A=(—4)? —4x13=16—52= —36 = (6i)% < 0. L’équation admet deux solutions com-
plexes conjuguées : z; = % =2+3iet 2, =25% =2—3i. Donc S = {2+ 3i,2 — 3¢}

2. AC=|c—a|=|—-3-3i|=v9+9=3v2,BC=|c—b|=|—3+3i|=3vV2et AB=|b—
a| = | —6i| = 6. On a AC = BC, donc le triangle est isocele en C, et AC? + BC? = 18 +
18 =36 = AB? : d’aprés la réciproque du théoréme de Pythagore, le triangle ABC est

rectangle en C. Il est donc rectangle et isocele en C.

3. (a) |#—2—=3i|=]z—a|=AM et |z+1|=|2—¢c|=CM. Donc M € (E,) <= AM =
CM : (E;) est la médiatrice du segment [AC].
(b) Soit € le point d’affixe 2. |z — 2| = QM, donc (E,) est le cercle de centre ©(2,0) et de
rayon 3. [a —2| =13i| =3, |[b—2| = | —3i| =3 et |c—2| =| —3| =3 : les points A, Bet C
appartiennent & (F,). (On retrouve que le triangle ABC, inscrit dans un cercle de diameétre
[AB] car Q est le milieu de [AB], est rectangle en C'.)

4. (a) Pourtout z € C, |z+ 12 = (2+1)(z+1) = (2+1)(Z+ 1) = 2Z+ 2+ Z+ 1 et de méme
z—12=(2—1)(zZ—1)=2Z—2—2z+1. En ajoutant : |2+ 12+ |z2—12=222+2=
2(|z2 + 1).

(b) |z| = 1 donne 2z = |z|? =1; comme 2 #0,Zz =1 Posons w= % (bien défini car z #

-

— m—2=l _ 7 F __1l-z _ ;. __ .
1). Alors w = Mot Or un nombre complexe w vérifie w = —w si
et seulement s’il est imaginaire pur. Donc 2% est imaginaire pur.
z+1

Fonction logarithme népérien

Solution 2.

1. (a) L’équation est définie pour z —1 >0et x +2 >0, soit z > 1. Pour z > 1 : In(z — 1) +
In(z + 2) = In((z — 1)(x + 2)), et I’équation équivaut a (x —1)(z +2) =4 (injectivité de
In), soit #? +x — 6 = 0, dont les racines sont z = 2 et x = —3. Seule x = 2 vérifie z > 1 :
S ={2}.

(b) L’inéquation est définie pour x > 0. Posons X =Inz : X? -3X+2<0< (X —
1)(X—2)<0«=>1<X<2 Donc 1<Inz <2, soit e <z <e? (la fonction In est stric-
tement croissante et Ine =1, Ine? = 2) : S = [e, €?].

2. (a) Pour z >0 : In(z? + 1) —lnz = ln(%) =In(z+1). Or lim, ,, (z+ 1) = +o0 et
limy_, o In X = +00, donc par composition lim,_, . (In(z? +1) —Inz) = 4o0.
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(b) Forme indéterminée g. Pour z >0,z # 1 : ;2 & = % #1 D’apres la limite usuelle
: Inz __ o : Inz __ 1 _ 1
lim, ,; *5 =1, on obtient lim,_,; 7% =1X 5 = 3.

3. (a) h est dérivable sur ]0,4o0[ et h'(z) =1—1
strictement décroissante sur ]0, 1] et strictement croissante sur [1,4+o00[ : elle admet en 1 un
minimum A(1) =1—1—1In1 = 0. Ainsi h(z) > 0 pour tout z > 0, c’est-a-dire Inz < x — 1.
(b) Soit z > 0. En appliquant (a) auréel = >0 :1In(1) <1 -1 soit —Inz <1 -1, dou
Inz>1— % Pour n > 1, on applique les deux inégalités a x = 1 + % = "T“ > 0 : d’une part
lln)(l<+ %) < (1 + %) —1= % ; d’autre part ln(l + %) >1— nL-i-l = n+r1 Donc n+r1 < ln(l +

n

“‘”T*l, du signe de z — 1. Donc h est

3=

Fonction exponentielle et suites

Solution 3.

1. (a) g(z) =14+e*—z.En —0 : 6% = +00 et —z — +00, donc lim,_,  g(x) = +oo. En

+00 : e = 0 et —x — —o0, donc lim,_,,  g(x) = —o0. g est dérivable sur R et ¢'(z) =
—e P —1<0: g est strictement décroissante sur R, de +00 a —oo.
(b) f(z) =z < g(z) = 0. g est continue et strictement décroissante sur R, et g(R) =] —
00, +00o[=R contient 0 : d’apreés le théoréme de la bijection, ’équation g(z) =0 admet
une unique solution « € R. Deplus g(1) =1+e ' —1=e!>0et g(2) =e2—1<0 (car
e 2 < 1) ; comme g est strictement décroissante, 1 < a < 2.

2. f est dérivable sur R avec f'(z) = —e @ < 0 : f est strictement décroissante. Pour 1 < z <
2:f2)<f(x)<f(1),s0it 1+e2< flz)<1l+elt Orl+e?2>1etl+e ! <2 (car
e ! <1). Donc f(z) € [1,2].

3. (a) Pour z € [1,2], |f'(z)] = e ®. Comme x > 1, —z < —1 et, la fonction exponentielle étant

croissante, e ® < e~* = 1. Donc |f/(z)| < 1.
(b) Soit = € [1,2]. Si z = a, 'inégalité est évidente (0 < 0). Sinon, f est continue et dérivable
sur Uintervalle d’extrémités x et a, contenu dans [1,2] ; d’apres le théoréme des accroisse-
ments finis, il existe ¢ strictement compris entre z et a tel que f(z) — f(a) = f'(c)(z — a).
Comme c € [1,2], |f/(c)] < L, et f(a) = ; donc |f(z) —a| = |f'(c)| |z —a| < L |z —al

4. (a) Par récurrence : uy = 1 € [1,2] ; siu,, € [1,2], alors d’apres la question 2, u,, ., = f(u,) €
[1,2]. Donc u,, € [1,2] pour tout n € N.

(b) Par récurrence. Initialisation : |ug —a|=a—-1<1= (%)0 car 1 < a < 2. Hérédité :

si|u, —al < (%)n, alors, comme u,, € [1,2], la question 3(b) donne |u,,, —a| = |f(u,) —
ol <1lu,—al < (%)nﬂ. Donc |u,, —a| < (%)n pour tout n. Comme 0 < 1 < 1, lim (%)n =
0, et le théoreme de comparaison donne lim,,_,  u, = «.

(c) 11 suffit que (%)n <1073, c’est-a-dire e < 1073, soit —n < —31n 10 (croissance de In),
soit > 3In10 ~ 6,91. L’entier n = 7 convient : |u; —a| < e 7 ~ 0,0009 < 1073, donc u,
est une valeur approchée de a & 1072 pres.
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Probleme d’analyse

Solution 4.

Partie A.

1. En —o0 : e® — 0, donc f(z) — 1+0 =0. La dr01te y = 0 est asymptote horizontale & (C) en
—o0. En 400 : en divisant par e® # 0, f(z) = et e — 0, donc f(z) — 1. La droite
y = 1 est asymptote horizontale a (C) en +oo.

1+ ==

2. f(—z) = % ; en multipliant numérateur et dénominateur par e® : f(—z) = = +1 Donc
flz)+ f(—=z) = ‘f:gi = 1. L’ensemble de définition R est symétrique par rapport a 0 et,

pour tout z, f(0 —z) + f(0+ ) =2 x 5 : le point (0, 5) est un centre de symétrie de (C).
3. f=1% avec u( ) =€" et v(z) = 1 +e* derlvables sur R et v(z ) > 0 : f est dérivable sur R

o o) = SHESTS = e O 1 f(z) = B = T done f(a)(1— f(x)) =
5= X 9= = f/(z). Comme €” > 0, f/(z) > 0 : f est strictement croissante sur R, de 0 (en

—o0) a1 (en +00).
4. f0O)=3et f/(0)=3x(1—3)=1%. Donc (T):y=31z+1
5. (a) Posons p = f(x) €]0,1[ (car f est strictement croissante et ses limites sont 0 et 1). Alors
f(z) =p(1— )>O,etp(1—p)=—(p—%)2+%Si.DoncO<f’(a:)S;11.
(b) Soit p(z) =2 4+ £ — f(z) sur R. ¢ est dérivable et ¢’ (z) = 1 — f'(z) > 0 d’apres (a) :
¢ est croissante sur R. Comme ¢(0) =12 —f(0)=0, on a p(z) >0 pour z >0 et p(z) <
0 pour z < 0. Donc f(z) < £ + £ pour tout z > 0. Position relative : (C) est au-dessous de
(T) sur [0, +oo] et au—dessus de ( ) sur | — 00,0] ; les deux se coupent au point £ (qui est

donc un point d’inflexion de (C)).

Partie B.
1. f est continue et strictement croissante sur R, donc elle réalise une bijection de R sur
f(R) =]lim__, f,lim,  f[=]0,1[. Soit y €]0,1[ et z €eR : y = f(z) <= y(1+€*) = €” <=

e?(1—y)=y<>e® =% (car 1 -y +#0) <:>3:—1n(
Donc f~1(y) = ln( y)

2. Tracé : (C) est croissante, comprise entre les asymptotes y = 0 et y = 1, symétrique par

: Yy
=), ce qui a un sens car — > 0.

rapport a Q(O, %), tangente en 2 a (T') de pente %. La courbe (C’) de f~! est la symétrique
de (C) par rapport a la premieére bissectrice y = x : elle est définie sur |0, 1], croissante,
admet les asymptotes verticales £ = 0 et x = 1, passe par le point (%, 0) ou sa tangente a
pour pente 4.

Partie C.

1. Pour y €]0,1], 1—y€]0 et f~1(1—y) :1n(1;y) =—In(£) =—f1(v).

2. Pour ke {l,...,n}, n+1 €]0,1] et 1 — = n+1 — "Z}rl D’apres la question 1, f~ (n+1) =
—f (”+1 k) Dans la somme S,, posons j=n+1—k ; lorsque k parcourt {1,...,n},
j parcourt aussi {1,...,n}, donc S =3 1f*1(n+1) = Z (n_+1) -S,,. Dou

25, =0, soit S,, =

3. Si x =0, l'inégalité est évidente. Sinon, f est continue et dérivable sur l'intervalle
d’extrémités 0 et x ; d’aprés le théoreme des accroissements finis, il existe ¢ strictement
compris entre 0 et z tel que f(z)— f(0) = f'(c)(z —0). Avec f(0) =1 et 0< f/(c) <3
(question A.5(a)) : |f(z) — 1| = f/(c) |z| < |zi.
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