Mathématiques - lere Bac Sciences Expérimentales

Devoir surveillé n°4 : Corrigé

Semestre 2, devoir 2 : étude de fonctions, vecteurs et géométrie de 1'espace

Vecteurs de ’espace

Solution 1.

1. AB(3—1;1—0;0—2), soit AB(2;1;—2), et AC(—1—1;2—0;1—2), soit AC(—2;2;—1).
Le repére est orthonormé, donc AB=./22+12+(-2)2=1/9=3 et AC=
VP + P+ (17 =Vo=3.

2. AB-AC =2 x (—2) + 1 x 2+ (—2) x (—1) = —4 + 242 = 0. Les vecteurs AB et AC sont
orthogonaux, donc le triangle ABC' est rectangle en A ; comme de plus AB = AC = 3, le

triangle ABC est rectangle et isocéle en A.

3. ABDC est un parallélogramme si et seulement si AB = C—lj, cest-a-dire AD = AB + AC
(régle du parallélogramme). Or AB+ AC = (0;3;—-3),donc zp,=140=1,yp=0+3 =
3,zp=2—3=—1:D(1;3;—1). (Vérification : CD(2;1; —2) = AB.) Ce parallélogramme a
un angle droit en A (question 2) : c’est un rectangle ; et deux cotés consécutifs égaux AB =
AC : ABDC est un carré.

4. Les vecteurs AB et AC ne sont pas colinéaires (leurs coordonnées ne sont pas proportion-
nelles : %2 + %) Supposons qu’il existe des réels a et b tels que 4 = aAB + bAC. En

coordonnées :
20 —2b=1
a+2b=2
—2a—b=2

La deuxiéme équation donne a = 2 — 2b ; en reportant dans la premiere : 2(2 — 2b) — 2b =
1, soit 4 —6b =1, d’ou b = % puis a = 1. Mais alors la troisiéeme équation donne —2 x 1 —
% = —% #+ 2 : le systeme n’a pas de solution. Donc 4 n’est pas combinaison linéaire de AB
et AC : les trois vecteurs ne sont pas coplanaires (ils forment une base de 'espace).
(Autreméthode:ﬂ-@=2+2—4=0etﬁ-mz—2+4—2=0;siﬁétaitdansleplan
dirigé par AB et Td, il serait orthogonal & lui-méme, donc nul, ce qui est faux.)

Géomeétrie analytique de ’espace

Solution 2.

1. E(Q; 1;—2) et TC”(—Q; 2; —1) sont deux vecteurs non colinéaires du plan (ABC') (les points
A, B, C ne sont pas alignés). On calcule : - AB=1Xx2+2x1+2x (—=2)=0 et 7 -
AC =1x (—2)+2%x 242 x (—1) = 0. Le vecteur 7 est orthogonal & deux vecteurs non
colinéaires du plan (ABC) : 1t est un vecteur normal & (ABC). Le plan admet donc
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une équation de la forme z + 2y + 2z +d = 0. Comme A(1;0;2) appartient au plan : 1+
0+4+d=0, soit d=—5. Ainsi (ABC) : z + 2y + 2z —5 = 0. (Vérification : B : 3+2+
0—-5=0;C:—-1+4+2-5=0.)

2. On met sous forme canonique : 22 —2z = (z —1)2 -1, y2 —6y = (y —3)2 -9, 22 — 4z =
(2 — 2)? — 4. L’équation devient (x —1)2 + (y —3)2 + (2 —2)2 —1—-9—4+5 =0, soit

(x—1)2+(y—3)2+(2—2)2=9=32

(S) est la sphére de centre Q(1;3;2) et de rayon 3.
3. (a) (D) passe par Q(1;3;2) et est dirigée par 7(1;2;2) :

r=1+1
(D):sy=3+2t, tekR.
z2=2+4+2t

(b) On remplace dans 1’équation du plan : (1 +¢) + 2(3 4 2t) + 2(2 + 2t) — 5 = 0, soit 9t +

6=0, dot t=—2. Alors z=1—2=1 y=3—-2=3% et z=2-2=2: H(332)
Comme (D) est dlrlgee par un vecteur normal au plan, H est le projeté orthogonal de €2
sur le plan (ABC).

4. (a) d(Q,(ABQ)) = M%\/Qizi;m = \'% =% =2 Par ailleurs QH(——,—%,—%) et QH? =

241641636 —4 donc QH =2:on retrouve bien la distance de  au plan (ce qui est
normal, H étant le projeté orthogonal de ).
(b) La distance de © au plan vaut 2, strictement inférieure au rayon 3 de la sphere :
le plan coupe la sphere. Soit M un point de (ABC). Comme (QH) est perpendiculaire
au plan, le triangle QHM est rectangle en H et, d’apres le théoreme de Pythagore,
QOM? = QH? + HM? =4+ HM?. Donc M € (S) <= QM? =9 < HM? =5+ HM =
V5. L’intersection de (S) et de (ABC) est le cercle du plan (ABC) de centre
H(1 5. 2) et de rayon V5.
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Etude d’une fonction irrationnelle

Solution 3.

1. Pour tout réel = : 22+ 2z +5= (z+1)2+4 >4 > 0, donc la racine carrée est toujours
définie : D, = R. lim,_,, . (2* + 22 4+ 5) = lim,_,, , #* = +00 et de méme en —oo ; comme
limy_, . VX = +o0, par composition : lim,_, . g(x) = +oo et lim,_,__ g(z) = +oo.

2. g=+/uavecu(z) =z?+2x+5 > 0et v (z) = 2z + 2, donc g est dérivable sur R et ¢’ (z) =
/ T _ 242 _ z+1

u 2 /u(z)  2vVx24+2z+5  Vz2+2z+5

de x + 1, négatif sur | — oo, —1[, nul en —1, positif sur | — 1, +oo[. g(—1) =v/1—-2+5=

V4 =2.

Le dénominateur est strictement positif : ¢’(z) a le signe

g(z) | oo | 2 | /o0
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g est strictement décroissante sur | — oo, —1] et strictement croissante sur [—1,+oo ; elle
admet un minimum égal & 2 en x = —1.

3. Pour z>—-1, g(z)+x+1>0 et, avec la quantité conjuguée : g(z)—(x+1)=

2 _ 2
(?:2243-6225155;111) - \/m2+2x4+5+x+1' Quiand e bioes v/ h 2T 5 Ep Shcaletizillsinoo;

donc le dénominateur tend vers +oo et lim,_,, [g(z) — (z + 1)] = 0. La droite d’équation
y=ax + 1 est asymptote oblique a (Cg) en 4+o00. (De plus g(z) — (z+1)>0: la
courbe est au-dessus de cette asymptote.)

4. Deméme,pourm<—lona—m—1 >0,donc g(x) —x—1>0etg(z) — (—z—1) =g(x) +

CE2 xT —(x
r+1= (\/::—22+;—z5—i)-5£zt11) = \/x2+2z+5 — Quand z — —o0, V22 +22x+5 — +o0o et —x —

1 — +o00, donc le dénominateur tend vers +o00 et lim,_, [g(z) — (—z — 1)] = 0. La droite

d’équation y = —x — 1 est asymptote oblique a (Cg) en —oo.

Etude d’une fonction rationnelle

Solution 4.

1. f(x) existe si et seulemen2t si z 73E 1:D;=]— - 00, 1[U]1, +o0].
e« En 400 : f(z)= % =z X _15_172, et le quotient tend vers 2. Donc
lim, , o f(z) =+oo et lim,_,  f(x)= .
e En 1 : le numérateur tend vers 2 —3 + 3 =2 > 0 et le dénominateur vers 0. Si z — 1%,
z—1—0"etlim, 1+ f(z) =4oc0;siz—1,2—1—0 etlim, ;- f(z) = —o0.
Interpretatlon la dr01te d’équation x = 1 est une asymptote verticale a (C’f)
2. Pour z#1: 2z -1+ 5= (2o 1)(76 42 _ 20 _3m+1+2 = ”;3i’”+3 f(z). Alors f(x)—
(2z—1) = % et limgﬁ_>i<>o 2 = 0 la droite (A) y = 2x — 1 est asymptote oblique
a (Cf) en +oo et en —00.
3. f(z) — (2 — 1) = 225 est du signe de £ — 1 : sur |1,4o0[, (C}) est au-dessus de (A) ; sur
] — o0, 1], (Cf) est au- dessous de (A) La courbe ne coupe pas (A).
4. En dérivant f(z) =22 —1+-2 : flo)=2- 2, =22 e
2(@z—1-1)(z—1+1) _ 2x(x—2) (=—1) (1) (@=1)

@=1)? = 17 . Sur Dy, (x —1)2>0: f/'(z) alesigne de 2z(x — 2), positif sur | —

00, 0] et sur |2, 4+o0], negatlf sur ]0, 1[ et sur ]1,2[, nul en 0 et en 2. Valeurs : f(0) = 2 =
—3 et f(2) = 8848 =5,

a3 —00 0 1 2 400
1 (z) + 0 — I - 0| +
f(x) | —00 /| =3 N | =00 | 400 | b | /400

f est croissante sur | — o0, 0], décroissante sur [0,1[ et sur |1,2], croissante sur [2,+o0] ;
f(0) = —3 est un maximum local et f(2) = 5 un minimum local.

5. La tangente au point d’abscisse z, est parallele a la droite y— —6x si et seulement
sif'(xo):—ﬁzz—(ZOfl)Qz —6 = — 1)2:8@»(%—1)2 legy—1=1ouzy—
1=—1, soit zy =3 ouzy=43. Or f(%)—3—1+§=2+4=6et fGy=1-1+% =

—4. Les points cherchés sont M1(§, = ) et Mz(%; 6).
6. Tracé : on place l'asymptote verticale z =1 et l’asymptote oblique (A):y =2z —1,

les points (0;—3) (tangente horizontale, maximum local) et (2;5) (tangente horizontale,
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minimum local), ainsi que M; et M,. La branche de gauche monte de —oco jusqu’a —3 en
restant au-dessous de (A), puis redescend vers —oo le long de l'asymptote verticale ; la
branche de droite descend de +o0o jusqu’a 5 puis remonte vers +oco en se rapprochant de
(A) par au-dessus. La courbe ne coupe pas 'axe des abscisses (le discriminant de 2z2 —
3z + 3 vaut 9 — 24 < 0) et coupe 1'axe des ordonnées en (0; —3).
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