Mathématiques - lere Bac Sciences Expérimentales

Devoir surveillé n°3 : Corrigé

Semestre 2, devoir 1 : limites et dérivation

Limites d’une fonction

Solution 1.
1. En —oco, un polynome a la méme limite que son terme de plus haut degré : —3z% + 2% — 1 =

( 3—|— $3) avec lim,_, x3 = —o0 et limngoo( 3+ < — —) = —3. Par produit :
limxﬁfoo( 323 + 22 — 1) = +oo0.
31,2
2. Forme indéterminée % On factorise par le terme dominant : 3% - f4+2 (2 o z 5 )2) =
22
3-1+%
Comme——)O = —30et 5 —0: llmm%+oo3m:;f:2=§:3.

1+%

3. Enz= 2, numérateur et denommateur s’annulent : forme indéterminée g. On factorise par
(x—2): 22 -5+ 6= (x —2)(x — 3) (racines 2 et 3) et 22 —4 = (z — 2)(x + 2). Pour z #
9 . 22546 __ z—3 donc hm z2-5z4+6 __ 2—-3 __ 1

z2—4 z+2’ =2 24 T 242 7 4°
4. Forme indéterminée oo —oo. On multiplie par la quantité conjuguée : Va2 + 4z —

_ @) e? 4 opoyy x>0, \/m=w\/1+%, donc Va?+4r—z=

\/z2+4:c+an \/x2+4:c+ac

( 1+ +1) - 1+z Comme —0: limw—)-ﬁ-oo(V 2 + 4z — I) = L;-Ll = 2.

5. Quand z — 1, le numérateur 2z — 5 tend vers —3 < 0 et le dénominateur 1 — x tend vers

0 : la limite est infinie et son signe dépend du coté.
e Siz—1t:z>1doncl—2<0, 1—2—0 et lim, . 225

l1—x

= 400 (quotient de —3
par un nombre négatif tendant vers 0).

e Siz—1":1—2—0" et lim,_,; 2% = —co.

Interprétation : la droite d’équation x = 1 est une asymptote verticale a la courbe de z —

2z—5
Lo 2 2 2
xtcosx __ x cosx _ ) .
6. On écrit = g+ o4t D'une part =2 x+1 =TT — 2. D’autre part, pour x > 0: —1 <
1 cos T 1 _n. L PN
cosz < 1 donne ——=5 < 2 < +1’ et lim, , . —=5 = 0 ; par encadrement (théoréme des

cos T

2zx4cosx __ 9
T—+00 1 17 — 4

= 0. Par somme : lim,_,,  =5-3

gendarmes), lim

Dérivation

Solution 2.
1. (a) f(4) =v9=3. Pour z € [—3,+00[, z # 4, le taux d’accroissement de f entre 4 et z

. fl@)—f4) _ V2wF1-3 _ (2z+1)—9 2(z—4) _
vaut, avec la quantité conjuguée : - 1 = ((I_4)(\/2z+1+3) D (Vo TrE) =
\/ﬁw Quand z — 4, v2x + 1 — 3, donc hmz 4 % 3_%3 Cette limite existe

et est finie : f est dérivable en 4 et f (4) =
(b) Tangente au point d’abscisse 4 : y = f'(4)(x — ) f(4) = %(w —4) + 3, soit y = %x +

wlot
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2. (a) g = %avecu(z) =2®+1,v/(z) = 2z, v(x) = x — 2,v'(z) = 1; sur ]2, +-o00[, v ne s’annule

pas : g’(m) _ u/vvfzuv’ _ 295(55?;)_—2552624-1) _ 2x2z;11027)a§271 _ m?;:l;c);l

(b) (cos(2x))" = —2sin(2z) (dérivée d’une composée) et (zsinz) =1 X sinx + zcosz (dé-
rivée d'un produit). Donc A’ (z) = —2sin(2z) + sinz + x cos x.

(c) k= +/u avec u(z) =22 +3 > 0et v/ (z) =2z : k'(z) = o 2\/7— 2\/if5+3: \/x§+3.

3. Pourz>0: ¢ (z)=1— 2\/1?5 g:;“%l Pour z > 0,onal+x>1donc+v1+4+z>1et
©'(z) >0 : ¢ est strictement croissante sur [0,4oo[. Comme ¢(0) =1+0—+/1=0,
on obtient pour tout > 0: p(x) > ¢(0) = 0, c’est-a-dire 1 + § — v/1 4+ 2 > 0, soit 1+ <

2

Limites et dérivation

Solution 3.

1. f(z) existe si et seulement si x — 1 # 0 : D; =] — 00, 1[U]1, +o0].

22 (1+5) 1+5

x(k%) =T X ; Le quotient

T—+00 f(l‘) = +00 et limw—)—oo f(l‘) = —0C.
(b)mQuand xz — 1, le numérateur 22 + 3 tend vers 4 > 0 et le dénominateur z — 1 tend vers
0.Siz— 1", 2—1—0"etlim, ,;+ f(z) =400 ;siz—1",2—1—0 etlim, ,,- f(z) =
—oo0. Interprétation : la dr01te d’équation x = 1 est une asymptote verticale a (C’ f)

3. (a) Pourz #1:x —i— =k = = etV _ 2144 _ 2243 — ¢(z) Alors f(z) — (z + 1) =

x—1 z—1 z—1

= 0 la droite (A) : y = « + 1 est asymptote oblique a (Cf) en

2. (a) En +o00, on factorise par les termes dominants : f(z) =

ﬁ et limz—)j:oo —
+o00 et en —00.
(b) f(z) — (z+1) = -2 est dusignede z — 1 :

o sur |1,4o00[, f(z) — (z+1) >0: (C;) est au-dessus de (A) ;

e sur]—o0,1[, f(z) — (z+1) <0: (C;) est au-dessous de (A).

La courbe ne coupe jamais son asymptote.
4. (a) En dérivant lécriture f(z) =z +1+ -2 (avec (%)/ =) fz)=1— ﬁ =

u2

(96(?1)12}24 = (:1:71(7:1722(13;;14»2) = (mz;’z(lﬁjl). (On peut aussi dériver le quotient : f'(x)=
22(z—1)—(22+3) _ g2 0z
tle Dole40) _oigacs ot 22 20— 3= (@ —3)(z+1).)
(b) Sur Dy, (z—1)% >0 : f'(z) a le signe de (z —3)(z + 1), trindme de racines —1 et 3,
positif a 'extérieur des racines et négatif entre elles. Donc f'(z) > 0 sur | — oo, —1[ et sur
13, +00], f’( ) <O0sur|—1,1] et sur |1,3[, et f' s’annule en —1 et en 3. Valeurs : f(—1) =
S =2t f(3) =35 =6

z —00 —1 1 3 400
I (z) F 0 — I - 0l +
flx) | —o00 /| =2\ | —c0 || 400 | N6 | /400

f est croissante sur | — oo, —1], décroissante sur [—1, 1] et sur |1, 3], croissante sur [3, 400 ;

f(—1) = —2 est un maximum local et f(3) = 6 un minimum local.
5. f(2) =22 =7Tet f(2) = % = —3. La tangente au point d’abscisse 2 a pour équation
y=f'2)(x—2)+ f(2) = =3(x —2) + 7, soit (T') : y =—3x + 13.
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