Mathématiques - lere Bac Sciences Expérimentales

Devoir surveillé n°2 : Corrigé

Semestre 1, devoir 2 : produit scalaire, suites, trigonométrie et rotation

Produit scalaire dans le plan

Solution 1.

1. (a) AB(5 — 1;1 — (—1)), soit AB(4;2), et AC(2 — 1;2 — (—1)), soit AC(1;3). Dans un repére
orthonormé : AB-AC =4x1+2 x 3= 10.
(b) AB=V&+22=20=2V5 et AC=V1>+3%=/10. Or AB-AC = AB x AC x

cos BAC, donc cos BAC = 2\/51><0\/E = 2\1/%0 = 13?@ = ‘/35 Comme BAC € [0, 7], on obtient
BAC = Z (soit 45°).

1

2. BC(2—5;2—1), soit BC(—3;1), et BC =+9+1 =+/10. Ainsi AC = BC =10 : le
triangle est isocele en C. De plus AC? + BC? =10 + 10 = 20 = AB?, donc d’apres la
réciproque du théoreme de Pythagore le triangle est rectangle en C. Conclusion : ABC est
rectangle et isocéle en C. (On peut aussi vérifier CA - CB = (—1)(3) + (—3)(—1) = 0.)

3. I est le milieu de [AB] ; le théoreme de la médiane dans le triangle CAB donne :
CA® + CB? = 2012 + 422 soit 10+ 10 = 2CI* + 2, d’on 2012 =10, CI?> =5 et CI =
V5. (Vérification : 1(3;0), CI(1;—2) et CI = /144 = /5.)

4. M(z;y) appartient au cercle de diamétre [AB] si et seulement si MA - MB = 0, c’est-a-dire
(x—1)(z—5)+(@y+1)(y—1)=0,soit 22 —6x+5+y>—1=0:

() :a? 432 —60+4=0, ouencore (z—3)2+y?2=5.

(T) est le cercle de centre I(3;0) et de rayon v/5. Pour C(2;2):22 422 —6x2+4 =444 —
1244 =0, donc C € (I'). C’est cohérent avec la question 2 : le triangle ABC' est rectangle
en C, donc C est sur le cercle de diametre [AB].

5. Pour M(z;y) : MA? - MB?=(z—1)2+ (y+1)?—(z—5)>— (y—1)2. En dévelop-
pant : MA? — MB?* = (2 =2z + 1+ 3y +2y+1) — (22 — 10z + 25+ y®> — 2y + 1) =8z +
4y—24. Donc M€ (E)<=8x+4y—24=8<=2x+y—8=0. (E) est la droite
d’équation 2z +y — 8 = 0. Un vecteur normal de cette droite est 7i(2;1) et E(Zl; 2) =21
(E) est perpendiculaire a la droite (AB), conformément au cours (ligne de niveau de
MA? — MB?).

Suites numériques

Solution 2.
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2. Supposons u,, < 4. Alors 1 SU, < 2,donc u,,; = %un +2 <242 =4. Ainsi, si u,, <4 alors
U, 1 < 4. Comme uy =3 < 4, on en déduit de proche en proche (raisonnement par récur-
rence) que u; < 4, puis u, < 4, et ainsi de suite : pour tout n € N, u,, < 4.
3. Pour tout n € N : u,,,; —u, = du, +2—u, =2 — lu, = =
u,, >0, donc u,,,; —u, >0 : la suite (u,,) est strictement croissante.
4. Pourtoutn € N: v, g =u,,  —4=3u, +2—4=3u, —2=3(u, —4) = Donc (v,,)

—=. D’apres la question 2, 4 —

est une suite géométrique de raison q = %, de premier terme vy = uy — 4 = —1.
5. (v,) est géométrique donc v,, = vy X ¢" = — %)n pour tout n € N. Comme u,, =v, +4 :
u, =4—(3)". (On retrouve uy = 3, u; = %, u, = 1))
1 1 k .
6. S, =>7 (4—(3) ) =4(n+1) -7 (3) - Lasomme def n + 1 premiers terriaes de la
suite géométrique de premier terme 1 et de raison % vaut l_g% = 2(1 — (%)n-i- ) =2—
2

(). Donc S, =4(n+1) —2+ (3)" =4n+2+ (3)". (Vérification : Sy =3 =uy et S; =
4+2+3=8=34+1)

Calcul trigonométrique

Solution 3.

1. Avec la  formule cos(a— b) =cosacosb+sinasinb :  cos(f5) = cos(% = %) =
cos(%) cos(%) + sin(%)sin(F) = 1 x f+ f ‘[ \f+‘f
2. On écrit 3a = 2a + a et on applique la formule d’addltlon puis les formules de duplica-

tion sin(2a) = 2sinacosa et cos(2a) = 1 — 2sin? a : sin(3a) = sin(2a) cos a + cos(2a) sina =

2sinacos?a + (1 —2sin?a)sina. Avec cos’a=1—sin?a : sin(3a) = 2sina(l —sin?a) +
sina — 2sin®a = 2sina — 2sin® a + sina — 2sin® @ = 3sina — 4sin3 a.

3. Avec cos(2x) = 2cos? x — 1, équation devient 2cos?z —cosz — 1 = 0. Posons X = cosx :
2X%2 - X —1=0, de discriminant A =1+ 8 =09, d’oﬁX:zﬁzloquﬁz—l.

2 2
e cost=1<=xz=2knm, keZ.

. cosx——%—cos( )(:>x——+2k7roux———+2k7r ke Z.

L’ensemble des solutions est S = {2km; ?’r + 2km; —?’T + 2km, k€Z}, cest-a-dire

Iensemble des réels de la forme 2’“7", k€ Z. (Autre méthode : cos(2z)—cosz =

—2 s1n(32z) sm( ), qui s’annule si et seulement si 79” = km ou § = km, ce qui redonne r =
2km )
20,

4. (a) Ici a=1 et b=—v3, donc R=v1+3=2, et ¢ vérifie cosp=1 et sinp=

—‘/75, soit ¢ = —%. Ainsi cosx —v/3sinz = 2cos(x - %) (Vérification : QCos(x 4 %) =

2(cosxcos(§) — sinxsin(%)) =CcoST — \/§sinx.)

(b) L’équation s'écrit 2 cos(z + Z) = v/2, soit cos(z + §) = ‘/75 =cos(%). Doncz+ 5 =%+
2km ou x + § = —7 + 2km, c’est-a-dire z = —75 + 2km ou z = —% 2km, k € Z. Dans | —
7, 7], les seules solutions sont obtenues pour k=0: 1z =—7 et x = —%.

Rotation dans le plan

Solution 4.
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1. Pour la rotation de centre O et d’angle 6 = %, I'image M’ (z’;y’) d (z;y) vérifie 2" =

e M
zcosf —ysinf et y = xsinf + ycosh. Avec cos(ﬂ) = % et sin(%) = ‘/7§ :

3
x’:%m—‘/?gy'
y =Br+1y

2. Pour A(2;0) : 2/ =1x2-0=1 et ¢ =% x2+0=+3, donc A'(1;v3). En-
suite OA=2 0OA’=+1+3=2 (la rotation conserve les distances) et AA’ =
\/(1 —2)2 4+ <\/§ — 0)2 = /1 + 3 = 2. Les trois cotés ont la méme longueur 2 : le triangle
OAA’ est équilatéral. (C'était prévisible : OA’ = OA et I'angle (OA, OA’) vaut Z.)

3. PourA’\S};\/g) :w’:%xl—%gx\/gzé—%z—lety’:‘/?gxl—kéx 3 = v/3. Donc
B(—1;v/3).

4. 22+ —dr=0<= (z—2)2 -4+ =0<= (z—2)2+y> =4 : (C) est le cercle de
centre A(2;0) et de rayon 2. L’'image d’un cercle par une rotation est le cercle de méme
rayon dont le centre est I'image du centre. Comme R(A) = A’ (1; \/5), (C") est le cercle de
centre A’ et de rayon 2 :

(C’):(m—1)2+(yf\/§)2:4, soit 2 4 1% — 2z — 2v/3y = 0.

5. L’axe des abscisses est la droite (OA). L'image d’une droite par une rotation est une droite ;
comme R(O) =0 et R(A) = A’,ona (D") = (OA’). Cette droite passe par O et est dirigée
par W(l; \/ﬁ), donc (D) : y = v/3z (ou v3z —y = 0).

6. Le centre de gravité de OAA’ est le barycentre de (O, 1), (A,1), (4’,1) : G(%; M),

soit G 1;‘/?g .SonimageparR:w/zéxl—‘/Tgx‘/?gzé—%z()ety’z‘@xl—i—%x

\/Tg =34 = %g Donc R(G)|(0; %g . Le centre de gravité G’ du triangle OA’B a
pour coordonnées (OJ”?)&; Wﬂ = (0; %5) Ainsi R(G) =G’ : R(G) est le centre
de gravité du triangle O A’ B. Ce résultat illustre le fait qu'une rotation conserve les
barycentres : I'image du centre de gravité d’un triangle est le centre de gravité du triangle

image (R(O) =0, R(A) = A", R(A") = B).
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