Mathématiques - 2eéme Bac Sciences Physiques

Devoir surveillé n°1 : Corrigé

Semestre 1, devoir 1 : limites et continuité, dérivation, suites numériques

Limites et continuité

Solution 1.
1. (a) C’est une forme 1ndeterm1nee du type 00 — 00. On multiplie par la quantité conjuguée :

(z®+3z)—a? 3z 3z 3 3
our £ >0, Va2 +3z —z = = = = . Comme 2 =0
p + T Vz2+3z4+z  Vz2+3z+z z 1+%+I 1+%+1 T ’

on obtient limz_)+oo(\/a; + 3z — x) = %

/721 /24T —z\[1+15+2
(b) Pour z <0, Va2 +1=|z|/1+ 5 =—x4/1+ . Donc x24;1+2x _ xm2 -
_\/1"'1 + 2. Comme z2_>0 l1mz_>_oom+2””: 1+2=1,

(c) Forme indéterminée 3. On écrit, pour x # 0 proche de O : %z)l = Smfz) =
D’une part Sm(zx =2X Sm(zz) —2x1=2 (lmnte usuelle hmu_,o Siu — 1 avec u = 2r —
0). D’autre part par la quantlte conjuguée, \/7 = ((1};)9”“ \/1 + x4+ 1 — 2. Donc
hml,_,O\;$w1 2x2=4.

2. f est continue en 2 si et seulement si lim, ., f(z) = f(2) =m. Pour x #2 : f(x) =

(Vz+7-3)(Va+7+3) (z+7)—9 _ 1 _1 g
(/o) = (e \/ﬁ+3‘ Donc lim,_,, f(z) = 7953 = 6 La fonction f

est continue en 2 si et seulement si m = %.
3. (a) g est une fonction polynéme, donc continue sur [1, 2]. Elle est dérivable sur R et ¢'(z) =
3z2 +2 > 0, donc g est strictement croissante sur [1,2]. De plus g(1) =1+2—-5=-2<
0et g(2) =8+4—5=7>0. D’apres le théoréme des valeurs intermédiaires (et la stricte
monotonie de g), 'équation g(z) = 0 admet une unique solution « dans |1,2].
(b) g(1,3) = 2,197 + 2,6 — 5 = —0,203 < 0 et g(1,4) = 2,744 + 2,8 — 5 = 0,544 > 0. Comme

g est strictement croissante, 1,3 < a < 1,4.

Dérivation et étude de fonctions

Solution 2.

Partie A.
1. (a) Pour z>1 : f(z) f(l) Lt = V= 1?“ R \/L”r Quand z — 17,
Vi+t1l—=oV2etvVr—1— 0t, donc lim,, ., % = +o00. La fonction f n’est pas déri-

vable a droite en 1 ; la courbe (C) admet au pomt A(1,0) une demi-tangente verticale.

(b) Pour z > 1, 22 —1 >0 et la fonction  — 2% — 1 est dérivable : f est dérivable sur
. ’ 7 _ 22 _

]1,+00[ comme composée, avec la formule (y/u) = s f'(@) = 5= = == Comme

x>0et Va2 —1>0,0na f'(x) >0: f est strictement croissante sur [1, +oo[, avec f(1) =

0 et lim, , o f(z) =400 (car 22 — 1 — +00).
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2. (a)Pour:czlzf()—3::\/m2—1—x=(x2_1)_x2=— L Comme V22 —1+2z —

Vz2Z-14z Vz2-1+zx
+oo,onalim, ., (f(z)—x)=0:1la dr01te (D) : y = x est asymptote oblique & (C) en +oo0.

(b) Pour tout z > 1, f(z) —z = ﬁ < 0. Donc (C) est entierement au-dessous de (D)

sur [1, 4o0].

Partie B.

1. La fonction h:t — v/t est continue sur [n,n + 1] et dérivable sur |n,n + 1] (car n > 1 >
0), avec h/(t) = =L-. D’aprés le théoréme des accroissements finis, il existe ¢ €]n,n + 1]

2Vt
tel que h(n+1)—h(n) =h'(c)(n+1—n), cest-a-dire vVn+1—+/n= 2%% Or n<ce<
n+1 donne /n < /c <+vn+1 (la fonction racine carrée est strictement Croissante)

puis, par passage a l'inverse entre nombres strictement positifs, 2\/% < ﬁé 7 f D’ou
I’encadrement demandé.
2. (a) D’apres la question précédente, pour tout entier k > 1: vk + 1 —Vk < 5 f’ soit \/LE >

Q(W VEk ) En sommant ces inégalités pour k allant de 1 a n : S, = Z L L
2ZZ:1<\/I<:—+1—\/_ ) La somme de droite est télescopique : Z (\/ﬁ \/15
VitI-vi=vn+i-1 Doncs,>2(vVanFi—1).

(b) lim,, . 2(v/n+1—1) = +00. Comme S, >2(v/n+1—1) pour tout n > 1, le théo-

reme de comparaison donne lim, ,, S, = +o0.

Suites numériques

Solution 3.

7
4x2-1 _ 7 Azl 6 _24_ 38
Lu =55 =getu,= Ti2 B 15
9 (a) 7, 1= du, -1 1— 4u,—1-u,—2 _ 3u,—3 _ 3(u,—1)
: n+1 T ou,+2 - U, +2 T ou,+2 T u,+2

b) Initialisation : u, = 2 > 1. Hérédité : supposons u,, > 1 pour un entier n. Alors u,, —
0 n
1>0etu,+2>3>0, donc d’apres (a), u,,; —1= 3(;‘ ;21
sion : pour tout n € N, u,, > 1. ,
_ 4u,—1 du, —1—u, (u,+2)  —u24+2u,—1 _ (u,—1)

3. (a) Uptr — Uy = un+2 7 un - u,+2 - U, +2 w2

b) Pour tout n, (u,, >0 et u, +2 >0, donc u,,.; —u,, <0 (et méme < 0 puisque
n+1 n

u,, # 1) : la suite (u,,) est décroissante.

> 0, soit u,; > 1. Conclu-

4. La suite (u,,) est décroissante et minorée par 1 : d’apres le théoreme de la convergence

4x—1
T+2 )

(fonction rationnelle dont le dénominateur ne s’annule pas) et u,,; = f(u, ). Par passage a
la limite, £ = f(¢), soit £(£ + 2) = 4¢ — 1, c’est-a-dire £> —2¢ + 1 = 0, ou encore ({ — 1) =

monotone, elle converge vers un réel £, et £ > 1. Soit f(z) = f est continue sur [1, +o00[

0. Donc lim,,_,, u, = 1.

5. Pour tout n, u,, > 1 donc u,, —1 # 0 et v,, est bien défini. D’aprés la question 2(a), u, 5 —
1= 3(;‘ +2), donc v, ., = un+11—1 = 3&";:21) = (g(u—l_)—li-)?) 3+ o L =y, +1. La suite (v,)
est arithmétique de raison r = 3 et de premier terme vy, = ™ 71 =1.

6. vnzvg—l—nr:l—i—%:’%g’. Commevnzﬁ,onau —1+——1—|—n—+3— nig. (Véri-
fication : uy = I et uy = %) Comme ni—i-i% — 0, on retrouve lim,, ,, u, = 1.

7. (a) D’apres 2(a) et 3(a) : (u, —1)(upq —1) = (v, — 1) X 321”;2 3(12 ;12 = 3(u,, —

un+1)‘
(b) S, =220 3w — upy1) =330, (U — upyq). La somme est télescopique : 307" (uy, —
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Upp1) = Ug — Upyq- Done S, = 3(ug—u,yq) = 3(2 — ”—*7) =3 x 2n8on? _ 30l g

n+4 n+4 T n+4
rification : S, =(uyg—1)(u; —1)=1x2=23) Comme limu =1, on obtient
0 0 1 171 n+1
lim, ,. S, =3(2—1) =3 (on le retrouve avec 3(:—4:;1) — 3).
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